
Дәріс №11-12. Полярлық координаталарындағы қос интеграл және үштік интеграл 

1. Двойной интеграл в полярных координатах.  

При переходе в двойном интеграле от прямоугольных координат x, y к полярным ,r   связанным с 

прямоугольными координатами соотношениями  

 cos ,  sinx r y r    , 

имеет место формула  

 ( , ) ( cos ,  sin ) .
D D

f x y dxdy f r r rdrd       (1) 

 

Если область интегрирования D ограничена лучами    ( )r и r       и кривыми 1 2( )  ( )r r и r r   , 

где  1 2( )  ( )r и r   ( 1 2( ) ( )r r  )- однозначные функции на отрезке      , то двойной интеграл может 

быть вычислен по формуле  
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где ( ,  ) ( cos ,  sin )F r f r r   . При вычислении интеграла 
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 величину  полагают постоянной.  

Пример 1. Перейдя к полярным координатам, вычислить  

2 21 ,
D

x y dxdy   

где область D - круг радиуса R = 1 с центром в начале координат. 

Решение. Полагая cos ,  sinx r y r   , получаем :  

2 2 2 2 21 1 ( cos ) ( sin ) 1x y r r r        . 

Так как в области D координата r при любом  изменяется от 0 до 1,  а  изменяется от 0 до 2 , то  
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Пример 2. Вычислить в полярных координатах двойной интеграл 

 

 

 



 

Тройные интегралы 

1. Тройной интеграл в прямоугольных координатах.  

Тройным интегралом от функции ( , , )f x y z , распространенным на область V, называется предел 

соотвествующей трехкратной суммы :  
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Вычисление тройного интеграла сводится к последовательному вычислению трех обыкновенных 

(однократных )интегралов или к вычислению одного двойного и одного однократного.  



 

Пример 1. Вычислить  

 3 2 ,
V

I x y zdxdydz    

где область V определяется неравенствами 0 1,  0 ,  0x y x z xy        

Решение . Имеем :  
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